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Предложен новый вид цепной дроби – разностная цепная дробь. Доказан ряд теорем, уста-
навливающих порядок разложения числа в разностную цепную дробь и утверждающих един-
ственность такого разложения. Установлена связь элементов разностной цепной дроби с ма-
тематическим описанием обобщенного нониусного метода измерения временных интервалов.
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Теорема 1. Если αα, b, q, r – положительные целые числа, удовлетворяющие равенству  
α = bq – r, то α, b и b, r имеют один и тот же наибольший общий делитель. Теорема 1 ана-
логична теореме 36 [2] и имеет сходное с ней доказательство.

Теорема 2. Для целых положительных чисел а и b, у которых b – не делитель αα, при не-
котором s существуют целые положительные числа: q0, q1, q2, …, qs и r1, r2, r3, …, rs, такие, 
что b > r1 > r2 > r3 > … > rs > 0.

α = bq0  –r1,   rs–2 = rs–1qs–1–rs   ,

b = r1q1–r2 ,    rs–1 = rsqs  ,
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r1 = r2q2–r3
. . . . . . . . . . . . .

При этом rs есть наибольший общий делитель а и b. Доказательство этой теоремы бази-
руется на многократном последовательном применении теоремы 1. Процесс повторения 
этих равенств не может быть бесконечным, так как тогда существовало бы бесконечное 
множество различных целых чисел, лежащих между 0 и b.

Определение 1. Конечной разностной цепной дробью называется число, записанное 
в виде:

                                     1
An = a0– _____________________________

                                                    1
               a1 – _____________________________          

                                                                                        1
                   a2 – _____________________________     

                          

.
  .
     .                     

                        
 as  –1 –

 

1
αS

где a0, a1, …, as, – целые числа, при этом α0 ≥ 1, α1 > 1, …, αs > 1.

Теорема 3. Любое рациональное число может быть представлено в виде конечной раз-
ностной цепной дроби. Используя равенства теоремы 2, рациональное число P/Q определя-
ем последовательностью уравнений
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откуда получаем конечную разностную цепную дробь.
Теорема 4. Существует одна и только одна конечная разностная цепная дробь, равная 

данному рациональному числу. Теорема доказывается методом «от противного», т. е. пред-
полагается существование двух различных конечных разностных цепных дробей, равных 
рациональному числу, а затем показывается равенство элементов этих дробей. По аналогии 
с известными цепными дробями [2] теоремы 3 и 4 распространяются на действительные 
числа. В этом случае можно доказать, что любое действительное число можно представить 
одной и только одной бесконечной разностной цепной дробью.

Определение 2. Подходящей n-й дробью (0 ≤ n ≤ s) к конечной разностной цепной дроби 
будем называть величину

                                     1
An = a0– _____________________________

                                                     1
               a1 – _____________________________          

                     a2.

                            

.
  .
     .

                          

 an–1 –
1

Sp
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Теорема 5. Если a0, a1, …, as, — элементы разностной цепной дроби, то последователь-
ность чисел Рn и Qn имеет вид: Рn = Рn-1αn – Рn–2, Qn = Qn–1 αn – Qn–2 при начальных 
условиях Р0 = α0, Q0 = 1, Р1 = α0α1 – 1; Q1 = α1 удовлетворяют соотношению Аn = Pn/Qn. 
Доказательство теоремы проводится методом полной математической индукции.

Теорема 6. При n = 1, 2, ..., s выполняется равенство:

QnPn–1 – PnQn–1 = 1.

Теорема также доказывается методом математической индукции. Полученное равенство 
используется при выводе последующих формул.

Сопоставим результаты доказанных выше теорем с уравнениями (12), характеризующими 
обобщенный нониусный метод [1] измерения временных интервалов. Не нарушая общно-
сти дальнейших выводов, будем считать α0 рациональным числом, следовательно, α0 = А/В, 
где A и В — целые числа. Сделав такую подстановку в уравнение (12)  из [1], получим:

    B = Ap0  – α1B, α1B < A;

A = α1Bp1 – α2B, α2B < α1B;

α1B  = α2Bp2 – α3B, α3B < α2B

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

В первом уравнении числа В и Ар0 – целые, значит, α1В – целое число. Во втором урав-
нении А и αi B p1 – целые числа, поэтому a2B – также целое число. Продолжая такие рассу-
ждения, можно доказать, что все элементы этих уравнений есть целые числа.

Полученная система уравнений согласно теоремам 2 и 3 есть разложение в цепную раз-
ностную дробь числа В/A = 1/α0 [1]. Следовательно, можно установить следующие соотноше-
ния: α0 = р0, α1 = р1, α2 = p2, r1 = α1В, r2 = α2В, r3 = α3В, отсюда a1 = r1  /B, а2 = r2  /В, а3 = r3    /В. 

Разложение в разностную цепную дробь числа 1/а0 имеет вид:
                                        

1
 

0

1
α  = p 0– _____________________________

                                                    1
               p1 – _____________________________          

                     p2.

                            

.
  .
     .

                         

ps–1 –
1

Sp

Таким образом, элементы разностной цепной дроби имеют следующий физический 
смысл: р0 – количество периодов нониусного генератора в цикле первого порядка; pi – чи-
сло циклов первого порядка в цикле второго порядка; р2 – число циклов второго порядка 
в цикле третьего порядка и т. д. Большой интерес представляет получение общих формул 
для оценки величин α1, α2, …, αs сдвига фаз генераторов по окончании циклов любого порядка. 
Для этого будем считать число 1/α0 равным n-й подходящей дроби 1/α0 = Pn  /Qn, так как 
коэффициент пропорциональности двух генераторов определяется как рациональное число.
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Теорема 7. Если число В/А разложено в конечную разностную цепную дробь (1), в которой

B  = Aα0 – r1,  rn–2 =  rn–1αn–1 – rn ,

A =  r1α1 –  r2,  rn – 1 = rnαn ,

r1 = r2α2 – r3,

. . . . . . . . . . .

то величины rm  /B при 1 ≤ m ≤ n определяются соотношением:

1 1 .− −−= n nm m m

n

Q P P Qr
PB

Теорема доказывается методом математической индукции. В качестве следствия этой 
теоремы получаем формулу для оценки минимального сдвига фаз, создаваемого циклом 
n-го порядка rn   /В = 1/Рn, определяя таким образом максимальную точность измерения, 
которую можно получить при данном приближении коэффициента пропорциональности 
между периодами генераторов рациональным числом.

Теперь рассмотрим вопрос достижения заданной точности измерения при использовании 
циклов не выше m-го порядка. Пусть точность измерения должна быть не хуже ε части пе-
риода основного генератора. Тогда, исходя из теоремы 7, следует:

1 1 ,− − ≤ ε
−≤ n nm m m

n

Q P P Qr
PB

откуда

1

1
.−

−
−

+ ε
≥n m

n m

PP
Q Q  							                  

(2)

Последнее неравенство истолковывается следующим образом. Для того чтобы величина 
rm  /B не превосходила ε, необходимо и достаточно, чтобы n-я и (m – 1)-я подходящие дроби 
удовлетворяли неравенству (2). Следующим важнейшим параметром устройств, построен-
ных на базе обобщенного нониусного метода, является быстродействие, под которым пони-
мается время, необходимое для проведения одного измерения. В общем случае это время 
зависит от длительности временного интервала, но для оценки быстродействия устройства 
определяется максимально возможное время измерения на данном шаге уточнения, т. е. 
продолжительность процесса измерения, содержащего максимальное количество циклов 
всех используемых порядков.

Теорема 8. Количество периодов нониусного генератора, содержащихся в максимально 
возможном количестве циклов n-го порядка, равно Рn  . Теорема доказывается методом ма-
тематической индукции. Процесс измерения длительности временного интервала в худшем 
случае содержит максимальное количество циклов всех порядков до n-го включительно, 
поэтому количество периодов нониусного генератора

0
.

=
=∑

n

i
i

N P
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Максимальное время измерения при использовании циклов до n-го порядка:

2
0

.
=

+= ∑x

n

i
i

T t T Pизм

							                   
(4)

где tx – длительность измеряемого временного интервала; T2 – период нониусного генератора.

Результаты анализа позволяют найти критерии выбора коэффициента пропорционально-
сти между периодами основного и нониусного генераторов для обеспечения заданной точ-
ности измерения с использованием циклов не выше определенного порядка и получить 
максимальное быстродействие измерительных устройств. Математически задача состоит 
в минимизации выражения (3) при ограничивающем условии, которое накладывается соот-
ношением (2). Проведенные авторами исследования показали, что решение поставленной 
задачи достигается при минимальных и примерно равных значениях α0, α1, …,    αn элементов 
разностной цепной дроби числа 1/αα 0, при которых удовлетворяется соотношение (2). 

Статья выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образова-
ния Российской Федерации в рамках Государственного задания 2024 г. № 075-00698-24-03.
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